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D’ORDRE 1

par
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Résumé. — On décrit ici le décodage des codes de Reed-Muller d’ordre
1, et notamment la version en temps linéaire diie a S.N. Litsyn et O.I.
Shekhovtsov dans [1].
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1. Introduction

On rappelle brievement la définition suivante des codes de Reed-Muller
d’ordre 1. On note Fy le corps & deux éléments {0,1}. Soit m > 2 un
entier. On note F l'espace de toutes les fonctions de 3" dans Fy. On
munit cet espace de la base des évaluations (ez)zelﬁ‘;ﬂ ou

eu(z) = 1 si z==2
10 siox Az
Dans cette base toute fonction f s’écrit sous la forme

z€Fy
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Autrement dit on décrit f par ses images. Le code de Reed-Muller d’ordre
1 correspondant est le sous-espace RM (1, m) de F constitué par les fonc-
tions affines. Une fonction affine s’écrit sous la forme

(1) f(x) = up +wrry + - - U Ty

Le sous-espace RM(1,m) est donc un sous-espace de dimension k =
m + 1. On peut utiliser ce code de la fagon suivante : on part d’'un mot
brut (ug,u1,- - ,uy,) de longueur &k = m + 1, & ce mot correspond la
fonction affine f € RM(1,m) définie par (1). Le mot encodé est alors
donné par la décomposition de f dans la base (e,), c’est-a-dire le mot

(f(IDxEFE"-

2. Les parametres

Le code RM(1,m) a donc pour dimension k& = m + 1, pour longueur
n = 2™. On peut décrire facilement le poids des mots du code. En effet,
si la fontion affine f est nulle, le poids du mot de code correspondant est
0. Si la la fontion affine f est 1, le poids du mot correspondant est 2.
Dans tous les autres cas, ’ensemble des zéros de f est un hyperplan affine
qui possede donc 2™~ ! points, et le poids du mot correspondant est donc
om —9m=1 — 9m=1 1 5 distance minimale du code est donc d = 2™, On

en conclut que ce code peut corriger ¢ erreurs avec
d—1 1
t=|——|=|2"2—=| =22 1.
2 2

3. Transformée d’Hadamard et décodage

Si ¢ est une fonction de 5" dans C, on définira la transformée d’Ha-
damard de ¢ par

(2) Su) = Y dla)(=1)""

el

ou (u,x) = 212:1 w;x;. On trouvera une étude détaillée de cette trans-
formation dans [2]. Comme toujours dans ces questions on peut mettre
ou ne pas mettre de constante multiplicative devant la somme pour des
questions d’orthonormalisation. Ici il vaut mieux mettre le coefficient 1.
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Soit f un mot de code. On peut écrire f sous la forme
f(x) = uo + (u,x).
Associons a ce mot la fonction
F(2) = (=16 = (~1(= 1))

On voit alors qu’au signe pres F(z) est un caractere du groupe F5' et
donc ses produits scalaires avec les autres caracteres sont nuls sauf avec
lui-méme. En conséquence tous les coefficients d’Hadamard sont nuls sauf
celui d’indice wu.

On a donc le résultat suivant

®) o= { O

Pour ne pas surcharger les calculs supposons que uy = 0. On suppose
que dans une transmission, au lieu du mot de code f on recoit le mot
erroné g. On suppose que le nombre d’erreurs est < t. Ainsi

g(x) = f(x) + e(x).
Introduisons le support S de e(x)
S={x|e(x)=1}.
Par hypothese sur le nombre d’erreurs, on a
e=#S5 < t.
Notons G(z) = (—1)9@ et calculons la transformée d’Hadamard de G/(z).

Gv) = Z (—1)fwmrt(va)te()

€y
6oy = 3 (e
z€FJ
G(U) = Z(_1)<u+v,x> _ Z(_l)w—&-v,x)’
xS z€S
G(U) = Z (_1)<u+v,m) _ 22(_1)<u+v,x).
zeFy zeS

(1) SSu=wvona

N

G(u) = 2™ — 2e.
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(2) Siu##vona

et donc

A

Etudions la différence G(u) — |G (1})’ lorsque v # w.

Gu) — ‘G(v) > 0m _ 4e,

Gi(u) — ‘é(v)‘ > om gt =4,
En conclusion on obtient la relation suivante
Glu) > max ‘G(v)‘ + 4.

Si maintenant uy = 1 on obtient une relation analogue au signe pres, si
bien que dans tous les cas on peut écrire

(4) G’(v)’ + 4.

La relation (4) fournit une stratégie de décodage

G| 2 mp

(1) Ayant regu le mot g on calcule G = (—1)9.
(2) On calcule la transformée d’Hadamard de G.

(3) On repere le u € F3* tel que ’C;'(u)‘ soit maximal. Ceci donne les

coefficients uq, - - - u,, de la fonction f.
(4) Si G(u) > 0 alors uy = 0, sinon uy = 1.

4. Pratique du décodage

On peut calculer la transformée d’'Hadamard par I’algorithme de trans-
formation d’Hadamard rapide (FHT) qu’on trouvera détaillé dans [2] et
dont on redonne ici le dessin du papillon.

Mais comme dans notre cas on veut seulement trouver le coefficient de
plus grande valeur absolue, nous allons voir qu’il n’est pas nécessaire de
calculer toute la transformation.

Pour expliquer ce qu’il se passe, reprenons 1’algorithme de la transfor-
mation et introduisons les notations suivantes : Soit T le tableau initial
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Qo a1 ag as Qg Qs 173
O @) (@] (@] (@] (@] (@]

-1 -1 -1
Y Y Y Y Y Y Y
O @] O (@] (@]
-1 -1 -1
Y Y Y Y Y Y Y
O O O O_ O O O
Qo ai as as (e2] Qs 73

Ficure 1. La FHT sur 8 points

de taille 2™ dont on veut faire la transformation d’Hadamard. Ce tableau
contient les éléments ag, a1, - -+ , agm_1. Au premier pas de la transforma-
tion on obtient un tableau 77 constitué de deux sous-tableaux T} 1,75
qui sont la premiere moitié et la deuxieme moitié du tableau 77. Le ta-
bleau 77 ; contient les a; + a;1om-1 tandis que le tableau 75 ; contient les
a; — aipom—1 (0 <4 < 2m71 — 1), On itere ce procédé, ce qui consiste au
deuxiéme pas a introduire les tableaux 71 2, T5 2, T3 2, T4 2 et ainsi de suite
jusqu’au dernier pas (le pas m) ou on obtient 2™ tableaux de taille 1,
chacun contenant un coefficient d’Hadamard.

Si f est un mot de code, et si F = (—1)/, a chaque étape tous les
tableaux sauf un ne contiennent que des zéros. Plus précisément, si a

a7
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I'étape j, le tableau qui ne contient pas que des zéros est 7; ;, a I’étape
Jj4+1 le tableau qui ne contient pas que des zéros est I'un des deux tableaux
Tosi—1,j+1 ou Thy j11. Le poids, c’est-a-dire la somme des valeurs absolues
des coefficients, des tableaux « non nuls » est toujours 2.

Soit maintenant g le mot f perturbé par au plus t erreurs. Remarquons
que chaque élément d’un tableau est une combinaison linéaire des valeurs
de départ a; et qu’on peut mettre cet élément sous la forme

De plus dans un méme tableau deux éléments « et 3 ont des supports
Sq et Sp disjoints. En conséquence chaque tableau construit a partir de
g differe du tableau correspondant construit a partir de f d’un poids au
plus 2t. Nous avons déja vu que 2™ —2t > 2t, en conséquence, les tableaux
qui étaient de poids maximum pour f restent les tableaux qui a chaque
étape ont le poids maximum pour g. Ceci nous permet a chaque étape
de la transformation de ne garder que le tableau de poids maximum et
d’écarter les autres. Ainsi a la premiere étape on fait une transformation
sur 2™ éléments, a la deuxiéme une transformation sur 2! éléments et
a I’étape m on termine par une transformation sur 2 élément. On peut
vérifier facilement que 'algorithme est en temps linéaire par rapport a
2™, En effet & chaque étape j on fait 2™/ additions, 2™ soustractions,
2 calculs de poids et une comparaison afin de déterminer le tableau a
choisir pour I’étape suivante. Tout ceci donne une dépendance linéaire
en 2™ du fait que 2™ + 2™ ... 41 < 2.2™,

Prenons un exemple avec m = 4. Soit f(x) = x1 + 22 + x4. On calcule
les valeurs de f

£(0,0,0,0) =0 f£(0,0,1,0)=0 f£(0,0,0,1)=1 £(0,0,1,1) =1
£(1,0,0,0) =1 f(1,0,1,0)=1 f(1,0,0,1)=0 £(1,0,1,1) =0
£(0,1,0,0) =1 f(0,1,1,0)=1 f(0,1,0,1)=0 £(0,1,1,1) =0
£(1,1,0,00 =0 f(1,1,1,0)=1 f(1,1,0,1)=1 £(1,1,1,1) =0

Regardons la transformation d’Hadamard sur f restreinte aux tableaux
de plus grand poids
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On va maintenant refaire le méme calcul avec la fonction G obtenue a
partir de F' en modifiant ¢ = 3 valeurs as, a9, a14.

On décode donc en prenant u = (uy, ug, us, uyg) tel que ‘@(u)) soit maxi-
mum. Ici ce u représente I'indice 11 (il est a la douzieme place, mais ¢a
part de zéro), c’est-a-dire u = (1, 1,0, 1). De plus, uo = 0 car le coefficient
qui atteint le maximum en valeur absolue est > 0 (ce coefficient vaut 10).
La fonction

f(x) = Ug + UIX] + U2T2 + UIT3 + ULy = T1 + X2 + T4

est donc bien retrouvée au décodage.
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