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METHODE DIRECTE POUR CALCULER LA SOMME
DES PUISSANCES a DES n PREMIERS NOMRRES ENTIERS;

PAR M. GEORGES DOSTOR.

Sommes des dix premières puissances des n premiers
nombres entiers.

4. Nous avons appliqué la méthode exposée page 4^9
à la sommation des puissances semblables des n pre-
miers nombres entiers, depuis la première jusqu'à la
dixième inclusivement. Nous avons trouvé les formules
suivantes :

I / 2 = - n { n -+- i ) ,

ln*=- n[n

i

(*) Nouv. Ann., 2e serie, t. XVIII, p. 45g.
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In* =. — n ( n -f- i ) ( in -f- i ) (3 n2 -f- 3 n — i ) ,

In1 — — n-[ji 4 - i ) 2 ( 2 / 2 2 4 - 2/2 — i ) ,

I / / 6 r = — « ( w - f - l ) ( 2 72 -Î- I ) ( 3 T 2 4 - 4 - 6 / 2 3 — 3/2 -f" l ) ,

= «(/2 -+- i) f 2-A2 -f- l) (5/26-f- l 5 /2 5 + 5/24 I 5 /23 — fl2 ~h Q 72 — 3'

I 6n- 3),

X (3/28-h I2 72'4-872h l8« 5 IO

La comparaison de ces formules conduit à des résultats
qui méritent d'être signalés.

5. Nous obtenons d'abord les six égalités

(I) l72 2 - | -272=zi-w(72-hl) ; /?-4-2) ,

(II)

z=7n[n -f- I ) ( T 2 2 + T 2 + 2) ,

(III) I723— 2/2 = i ( / ï - - l ) / 7 ( / H - l ) ( / 2 - 4 - 2 ) ,

2« 3H- 2722r= 72(72 -f- l)(/2 -H 2)(3/2 4 - i ) ,

2723— 2722r= (/2 l)/z(/2 -4- l ) (3 /2- j - 2 ) .

12

Nous voyons par les formules (I), (II) et (III) que :
i° La somme des carrés des n premiers nombres en



( 5 i 5 )

tiers, ajoutée à la somme de ces n mêmes nombres, est
égale au tiers du produit de trois nombres entiers con-
sécutifs, dont le premier est n,

2° La somme des carrés des n premiers nombres en-
tiers, diminuée de la somme de ces n mêmes nombres,
est égale au tiers du produit de trois nombres entiers
consécutifs, dont le premier est n — i.

3° La somme des cubes des n premiers nombres en-
tiers, diminuée de la somme de ces n mêmes nombres,
est égale au quart du produit de quatre nombres en-
tiers consécutifs, dont le premier est n — i.

6. Nous trouvons <

2/**— In z= ~̂ -
oo

IV) 2/2* — 2/22— —
1 IO

I
2/2< — 2/2 _ g -

Nous concluons de

ensuite que

[n — \)n(n -f-

( /? — I ) /2 ( // -f-

(„ __ \)n{n +

l'égalité (IV)

l)(6/22H-l5/2-f

I ) ( I 2 n2 H- 15 /r -

que :

-•6),

4-.) .

+-2).

La somme des quatrièmes puissances des n premiers
nombres entiers, diminuée de la somme des carrés de
ces n mêmes nombres, est égale au produit de 2/2-h 1
par le dixième du produit de quatre nombres entiers
consécutifs, dont le premier est n — 1.

7. Si nous divisons (IV) par (III), nous aurons

In'— IN2 2
V =r - (2/2 -J- I .

Donc, si n est égal à un multiple de 5 plus 2, la dif-
férence entre la somme des quatrièmes puissances des
n premiers nombres entiers et la somme des carrés de
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ces n mêmes nombres est divisible par la différence
entre la somme des cubes des n premiers nombres en-
tiers et la somme de ces n mêmes nombres.

8. Il nous vient encore

(VII) S«'

Mais le produit (n — i ) ( z?+2) est toujours divisible
par i\ donc :

i° Si n égale un multiple de S plus i ou un mul-
tiple de 5 plus 3, la somme des quatrièmes puissances
des n premiers nombres entiers est divisible par la
somme des carres de ces n mêmes nombres.

2° Si n égale un multiple de 3 plus i , la somme des
cinquièmes puissances des n premiers nombres entiers
est divisible par la somme des cubes de ces n mêmes
nombres.

9. Comme on a

(VIII) 2/?5— V/ï '=g( /? — ,)*»(„ + I ) 2 ( / I + . 2 ),

on voit, au moyen de (III), que

Donc, si n est un multiple de 3 ou un multiple de 3
moins i, la différence entre la somme des cinquièmes
puissances des n premiers nombres entiers et la somme
des cubes de ces n mêmes nombres est divisible par la
différence entre la somme de ces cubes et la somme
des n mêmes nombres.



10. Nous avons

Or, si n est un multiple de 7 plus 1 et égal à jp -+- 1,
le facteur 3 n* •+- 6nz—3rc-+-i sera divisible par 7 , car
le reste de la division de

3 ( 7 / ; - h i)4 4 - 6 ( 7 / ? 4 - 1 ) 2 — 3(7 / ; -4 -1 ) -h 1

par 7 est le même que celui que Ton obtient en divisant
par 7 la somme

3 + 6 - 3 + 1 = «
des restes. Donc :

Si n est un multiple de 7 plus 1, la somme des
sixièmes puissances des n premiers nombres entiers est
divisible par la somme des carrés de ces n mêmes
nombres.

11. Puisque

24* l " + l ) U +

il vient

Mais, si n est un multiple de 3 plus 1, ^Ln — 1 sera
divisible par 3. Donc :

Si n est un multiple de 3 plus 1, la somme des sep-
tièmes puissances des n premiers nombres entiers est
divisible par la somme des cubes de ces n mêmes
nombres,

12. D'autres relations plus ou moins simples peuvent
se déduire de nos formules.



( 5i8 )
Nous citerons encore la suivante,

(X) <2(ïn*yz=Znb+ïn

qui ne manque pas d'intérêt.


