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Résumé

Dans cette note, nous utilisons des résultats classiques sur les zéros des fonctions L
de Dirichlet pour prouver la non nullité de deux déterminants. Nous en déduisons
un théorème d'extension pour les isométries de Lee des codes linéaires analogue à
celui obtenu par MacWilliams pour le poids de Hamming.
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1 Théorème de MacWilliams

Soient K un corps �ni, n un entier naturel non nul et h : K → N la fonction
indicatrice des éléments non nuls de K, c'est-à-dire h(x) = 1 si x 6= 0 et
h(0) = 0 sinon. L'espace vectorielKn est muni de la métrique discrète (x, y) 7→
wh(y − x), où wh(x) =

∑n
i=1 h(xi) est le poids de Hamming de x. Dans ce

contexte, une isométrie est par dé�nition une application linéaire f : C → Kn

qui préserve le poids de Hamming sur un sous-espace vectoriel C de Kn :

∀x ∈ C, wh

(
f(x)

)
= wh(x).
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Considérons la base canonique (ei)1≤i≤n de Kn. Il est facile de véri�er que les
isométries de domaine Kn sont précisément les applications monomiales de
Kn. Une application monomiale étant un élément (π, λ1, . . . , λn) du produit
semi-directe S(n) n (K×)n qui envoie ei 7→ λieπ(i). Une telle application est
dite U -monomiale quand tous les scalaires λi sont dans un certain sous-groupe
U de K×.

Théorème 1.1 (MacWilliams, [3]) Toute isométrie de Kn est la restric-
tion d'une application monomiale.

Autrement dit, toute isométrie de Kn se prolonge en une isométrie de domaine
Kn, raison pour laquelle le théorème ci-dessus est souvent appelé théorème
d'extension de MacWilliams. On sait que le théorème de MacWilliams se gé-
néralise aux espaces de Hamming An où A est un anneau �ni quasi-Fröbenius
non nécessairement commutatif. Le lecteur intéressé par ces développements
peut consulter de [5]. Revenant aux corps �ni, il est naturel d'étudier l'exis-
tence d'un prolongement d'une isométrie pour des fonctions de poids plus
générale que le poids de Hamming. Dans cette note, nous traitons le cas de la
métrique de Lee sur un corps premier.

2 Critère d'extensibilité

Soit U un sous-groupe de K×. Notons G le groupe quotient K×/U . Pour tout
vecteur x ∈ Kn, on dé�nit la composition de x relativement à U comme étant
une application CU(x) : G → N qui envoie un élément r ∈ G sur le nombre
cr(x) de composantes de x qui sont dans la classe latérale rU . Une application
linéaire f : C → Kn telle que

∀x ∈ C, CU(x) = CU(f(x)),

est dite U -stable. Ici encore, il est facile de véri�er que les applications U -
stables dé�nie surKn tout entier sont précisément les applications U -monomiales.

Théorème 2.1 (Goldberg, [2]) Toute application U-stable est la restriction
d'une application U-monomiale.

Une fonction de poids sur K est une fonction numérique p : K → C à valeurs
dans le corps des nombres complexes qui s'annule en 0. On prolonge wp à
l'espace vectoriel Kn en posant wp(x) =

∑n
i=1 p(xi). En particulier, (x, y) 7→

wp(y−x) n'est pas nécessairement une distance surKn. Néanmoins, convenons
d'appeler p-isométrie une application linéaire f : C → Kn véri�ant
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∀x ∈ C, wp(x) = wp

(
f(x)

)
.

Pour préciser la notion d'extensibilité dans ce contexte, on introduit le groupe
des symétries de p . Il s'agit du sous-groupe de K× dé�ni par

U(p) = {λ ∈ K× | ∀x ∈ K, p(λx) = p(x)}.

On dit que p satisfait la propriété d'extension si toute p-isométrie de Kn est la
restriction d'une application U -monomiale de Kn. Comme plus haut, notons
G le groupe quotient K×/U , avec U = U(p). On rappelle que le produit de
convolution f ∗ g entre deux applications complexes f et g de domaine G est
dé�ni par

t 7→ f ∗ g(t) =
∑
xy=t

f(x)g(y) =
∑
x∈G

f(x)f(tx−1).

Pour toute application g : G → C, le produit de convolution par g dé�nie un
endomorphisme de CG, le C-espace vectoriel des applications de G dans C.
A un vecteur x ∈ Kn, on associe l'application hx : G → C qui envoie r sur
cr(x). Pour un scalaire λ ∈ K×, le poids de λx est donné par le produit de
convolution de hx par p :

wp(λx) =
∑
r∈G

cr(λx)p(r) =
∑
r∈G

cr/λ(x)p(r) = hx ∗ p(λ) (1)

Corollaire 2.2 Soient p une fonction de poids sur K, U le groupe des symé-
tries de p et G le groupe quotient K×/U . Si le produit de convolution par p
dé�nit un automorphisme de CG alors p satisfait la propriété d'extension.

En e�et, soit f une p-isométrie. Soit x dans le domaine f , la conservation des
poids se traduit par hx ∗ p = hf(x) ∗ p. L'injectivité de la convolution par p
implique que hx = hf(x) et donc que CU(x) = CU(f(x)). Il ne reste plus qu'à
appliquer le théorème (2.1) pour conclure.

Il est bien connu que le déterminant de l'endomorphisme de convolution par
p est donné par la formule de Dedekind [4, Lemma 5.26],

∆p =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

...

. . . p(rs−1) . . .
...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
r,s∈G

=
∏
χ∈Ĝ

p̂(χ) (2)
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où p̂(χ) =
∑
s∈G p(s)χ(s) est le coe�cient de Fourier de p en χ. Pour appliquer

le Corollaire (2.2) à p, il su�t de montrer qu'aucun des coe�cients de Fourier
ne s'annulent.

3 Métrique de Lee

Dans la suite, on suppose que K est le corps premier F` où ` est un nombre
premier impair. Le poids de Lee l est la fonction numérique dé�nie sur les
résidus modulo `, par :

l(t) =

t, 0 ≤ t ≤ `/2;

`− t, `/2 < t < `.

Le groupe des symétries U du poids de Lee se réduit à {−1,+1}, nous notons
G le groupe quotient F`×/{±1}, il est cyclique d'ordre n := (`− 1)/2. Notons
bien que la fonction de Lee envoie of 0 6= t ∈ F` sur le representant minimal
of t modulo U . Le carré de la fonction de Lee e = l

2 est souvent appelé
poids euclidien ; ces deux poids partagent le même groupe de symétrie. Pour
illustrer, notre propos, les déterminants correspondant au cas ` = 7, sont

Théorème 3.1 Si ` est premier alors ∆l 6= 0.

Le coe�cient de Fourier en le caractère principal vaut l̂(1) =
∑
s∈G l(s) =∑n

k=1 k = 1
2
(n + 1)n. Pour prouver le théorème (3.1), il reste à montrer que

l̂(χ) 6= 0 pour les charactères χ non triviaux. Comme remarqué par Barra dans
son mémoire de thèse [1], il s'agit d'une tâche facile quand ` est un premier de
la forme ` = 1+2p, ou encore ` = 1+4p, avec p premier. On peut atteindre le
résultat par des méthodes élémentaires lorsque ` = 1 + 6p. Dans la suite, nous
utilisons des propriétés des fonctions L de Dirichlet pour établir le théorème
(3.1). En passant, nous montrerons que le déterminant euclidien ∆e ne peut
s'annuler non plus.

4 Analyse de Fourier

On rappelle qu'un caractère multiplicatif χ de F` est dit pair lorsque χ(−1) =
1. Les caractères pairs forment un sous-groupe d'ordre `−1

2
qui par restriction

s'identi�e au groupe dual de G = F`×/{−1,+1}. Le coe�cient de Fourier
d'une fonction f : G → C en χ correspond à une somme de caractère incom-
plète
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f̂(χ) =
∑
x∈G

f(x)χ(x) =
∑
k< `

2

f(k)χ(k).

Rappelons que si τt désigne la multiplication par t dans G alors f̂ ◦ τ(χ) =
χ̄(t)f̂(χ). Considérons un résidu 0 ≤ x < `/2 représentant un élément de G.
Si x < `/4 alors 2x < `

2
c'est-à-dire l(2x) = 2l(x). Si `/4 < x < `/2 alors

`/2 < 2x < ` et donc l(2x) = `−2l(x). Il suit que le produit de
(
l(2x)−2l(x)

)
par

(
l(2x) + 2l(x)− `

)
est nul sur G, d'où l'on tire la relation quadratique

l(2x)2 − 4l(x)2 =
(
l(2x)− 2l(x)

)
`.

Le carré de l n'étant rien d'autre que e, nous obtenons la relation :

(χ̄(2)− 4)ê(χ) = (χ̄(2)− 2)l̂(χ)`. (3)

Scholie 4.1 Soit r le plus petit entier tel que 2r ≡ ±1 mod `. Le produit des
égalités (3), conduit à l'élégante formule

(2r + 1)
l−1
2r ∆e = `

`−1
2 ∆l

Faisons l'hypothèse l̂(χ) = 0 pour un caractère pair non trivial. Observons
les conséquences sur les deux nombres de Bernoulli généralisés B1(χ) et B2(χ)
qui s'écrivent

B1(χ) =
1

`

∑̀
k=1

kχ(k), B2(χ) =
1

`

∑̀
k=1

(k2 − lk)χ(k).

Comme χ est pair et non trivial,

2 1̂(χ) = 2
∑
k< `

2

χ(k) =
∑̀
k=1

χ(k) = 0.

Et donc

B1(χ) =
∑
k< `

2

kχ(k) +
∑
k< `

2

(`− k)χ(k) = `
∑
k< `

2

χ(k) = 2 1̂(χ) = 0

sous la condition l̂(χ) = 0 et ê(χ) = 0, nous obtenons
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B2(χ)` =
∑̀
k=1

k2χ(k) =
∑
k< `

2

k2χ(k) +
∑
k< `

2

(`− k)2χ(k)

= ê(χ) + `2
∑
k<`

χ(k)− 2`
∑
k<`

kχ(k) +
∑
k<`

k2χ(k)

= 2ê(χ)− 2l̂(χ)`+ 1̂(χ)`2 = 0

L'obstruction vient du fait que B2(χ) n'est lui jamais nul (pour χ pair). En
e�et, on sait [4, Theorem 4.2] que −2B2(χ) = L(−1, χ) où L est la fonction
L correspondant à χ. On peut alors lire dans l'équation fonctionnelle [4, page
29] que les zéros dans le domaine <(s) < 0 d'une fonction L attachée à un
caractère pair sont précisément les entiers pairs. Il suit de tout ce qui précède
que les déterminants ∆l et ∆e sont simultanément non nuls.

Corollaire 4.1 Une isométrie de Lee ou Euclidienne est la restriction d'une
application {−1,+1}-monomiale.
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