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1. BORNE DE CARLITZ-UCHIYAMA

1. Soit ¢ = p™ (m > 1) une puissance d’un nombre premier p. Si « est
un élément du corps fini Fy, on définit sa trace sur Fp, notée T'rp_r, (), ou
plus simplement T'r(«), par :

1

Trg, e, (@) =a+aP +--- o .
1.1. Montrer que pour tout « et 3 dans F,, on a :
(i) Tr(a) € Fp.

(ii) Tr(a+ B) = Tr(a) + Tr(B).
(iii) Tr(a?) = Tr(a).

1.2. Montrer que pour o € Fy, on a Trp, /p, () = 0 si et seulement s'il
existe # € Fy, tel que o = B — [ (Théoreme 90 de Hilbert).
(On pourra considérer une racine 5 du polynéme a2 — x — o dans une
extension de FFy.)

2. On considere un polynome f(x) de Fy[z] de degré 3 avec ¢ une puissance
de 2 et on s’intéresse a la somme suivante :

S(f) = Z (_1)T7"]Fq/]F2(f(x))'

z€Fy
On consideére la courbe algébrique affine C d’équation :
2
Yy —y=flz)
et 'on note N le nombre de points rationnels sur I, de la cloture projective

C deC.

2.1. Montrer que C n’admet qu'un seul point & I'infini et que
N-1=2.8{zeF, |Trp, /r,(f(z)) =0}
En déduire que :
S(f)=N-q-1
2.2. Montrer que la courbe C est non singuliere.
En déduire que 'on a (borne de Carlitz-Uchiyama) :

| S(H) <2V
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2. CALCULS EXPLICITES

Soit p le caractére additif canonique d’un corps fini L d’ordre 2™. On
considere @ la fonction booléenne définie sur L par Q(z) = Trp(x3) ot Try,
désigne la trace de L sur Fa. Le coefficient de Fourier de @ en a € L est :

Qla) = 3 nla? +ax)
zeL

(1) Soient o1, 03, ..., o, des automorphismes distincts de L. Soient
a1,a,. .. ,ay, des éléments de L, montrer que ), ,a;0; = 0 si et
seulement si a1 = as =... = a,, = 0.

(2) Montrer que la forme bilinéaire (z,y) — ¢(x,y) = Trr(xy) est non
dégénérée.

(3) Préciser la nature de 'application v définie par

Ve,y e L, Qz+y)=Q(x)+Qy) +¢(z,y)
En déduire que @) est une forme quadratique sur Fy, puis calculer
la dimension du radical ( ou noyau ) de @ i.e. 'ensemble {z € L |
Yye L, (z,y) =0}
(4) Déduire de la question précédente le spectre de Fourier de @, en fonc-
tion de la parité de m. (indication : calculer le carré des coefficients
de Fourier).

A partir de maintenant, on suppose m impair.

(5) Montrer que = +— 22 et x — 2 sont deux permutations de L. On

notera = — +/z et x — J/x les permutations réciproques correspon-
dantes.

(6) Soit f(z) = Az® + Bx®> + Cx + D ou 0 # A, B, C et D désignent
des éléments du corps L. Montrer que

st =up) (V)

ou S(f) est la somme exponentielle définie dans la premiere partie.

~

(7) Calculer Q(1) quand m = 1.
(8) On suppose m premier impair. Montrer que

@(1) =2 modm

- ()2

désigne le caractere quadratique modulo m. On rappelle que
-1

272 (mod m)

en déduire que
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