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STABILISATEUR QUANTIQUE

PHILIPPE LANGEVIN

Résumé. Dans cette note, je décris la notion de code quantique. La littérature

francophone sur le sujet est assez étroite. Je me suis initié à la question au tra-
vers d’un exposé de Gilles Zémor, les slides de Jean-Pierre Tillich, le mémoire

de master de Anne Marin, quelques blogs sur internet. Le cours de Joseph

Gruska m’a permis de mieux comprendre certains aspec purement physique.
Au final, c’est principalement une partie de la thèse de Daniel Gottesman et

une partie du chapitre VII du cours de John Preskill qui sont rapportés dans

cette note quelque peu dépouillée de la plupart des aspects physiques.

Quantum Error Correction Sonnet

By Daniel Gottesman

We cannot clone, perforce ; instead, we split
Coherence to protect it from that wrong
That would destroy our valued quantum bit
And make our computation take too long.

Correct a flip and phase - that will suffice.
If in our code another error’s bred,
We simply measure it, then God plays dice,
Collapsing it to X or Y or Zed.

We start with noisy seven, nine, or five
And end with perfect one. To better spot
Those flaws we must avoid, we first must strive
To find which ones commute and which do not.

With group and eigenstate, we’ve learned to fix
Your quantum errors with our quantum tricks.

1. Introduction

Il s’agit d’un rapport sur les codes sta-
bilisateurs de Daniel Gottesman que j’ai
rédigé pour le Groupe de Travail en Phy-
sique Mathématique de Toulon organisé
par Walter. Il y a peu, j’ai appris que
les codes quantiques sont nécessaires à
la conception des machines quantiques.
La plupart des codes quantiques dérivent
des codes classiques et il peuvent être
décrits à partir de sous-espaces de l’es-
pace de Hamming. Depuis l’introduction
de cette notion plusieurs centaines d’ar-
ticles ont été publiés. Cette note termine
par la liste des 168 articles référencés
dans mathscinet comportant les mots
“quantum” et “code”, ils sont publiés
principalement dans les revues :

IEEE Trans. Inform. Theory (48), Phys. Rev. A (21), Quantum Inf. Comput.
(9) et Quantum Inf. Process (7). . . L’objectif de cette note est de donner un double
aperçu classique et quantique de la théorie des codes. L’essentiel étant d’exposer la
construction des codes stabilisateurs proprosée (1997 !) par Daniel Gottesman dans
sa thèse.

On peut raisonnablement penser qu’un grand nombre de questions et problèmes
ouverts de la théorie des codes correcteurs se traduisent dans le langage des codes
quantiques. Pour cette raison, j’ai introduit des notions de codage pour faire un
micro panorama du domaine a des fins exploratoires.

Date: Printemps 2012.
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Pour terminer cette introduction, je signale que les compléments physiques pour-
ront être trouvés sur web anglophone qui contient pas mal d’information, par
exemple :http ://www.quantiki.org.

2. Notations

Les états d’un système quantique sont des vecteurs de norme 1 dans un espace
de Hilbert. Les états d’un atome d’hydrogène sont modéliser par les vecteurs de
norme 1 de l’espace H := C × C muni du produit scalaire usuel, les vecteurs de
la base canonique sont notés |0〉 et |1〉. L’espace H est un bit quantique (qubit), il
peut prendre une infinité de valeurs :

(1) α|0〉+ β|1〉, |α|+ |β| = 1, où |0〉 :=
(

1
0

)
, |1〉 :=

(
0
1

)
.

En physique, la composition des états systèmes quantiques s’obtient par tenso-
risation. Ainsi, le produit tensoriel itéré (n − 1) fois, H⊗n := H ⊗ H ⊗ · · · ⊗ H,
est l’espace des états d’un registre composé de n qubits. Les états possibles sont
représentés par des éléments de norme 1 dans H⊗n quand il muni du produit sca-
laire :

〈x1 ⊗ x2 ⊗ · · · ⊗ xn | y1 ⊗ y2 ⊗ · · · ⊗ yn〉 =
n∏
i=1

〈xi | yi〉.

Il s’agit d’un espace de dimension 2n une des bases orhogonales s’identifie aux mots
de l’espace de Hamming binaire. Pour un mot binaire, c ∈ Fn2 , on utilise la notation
condensée |c〉 pour désigner le produit |c1〉 ⊗ |c2〉 ⊗ · · · ⊗ |cn〉. Curieusement c’est
dans cette association c 7→ |c〉 que les propriétés de correction quantique doivent se
déduire de propriétés métriques des espaces de Hamming.

http://www.quantiki.org
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Remarque 1. Nous discutons principalement de code quantique binaire mais à
la fin de cette note il sera question de codes quantique q-aire qui vivent dans des
espaces de dimension qn.

3. Espace de Hamming

On note K un corps à q éléments.

Remarque 2. Il est peut-être utile de rapeller que tous les corps finis sont com-
mutatifs ! L’ordre q d’un corps fini K est une puissance d’un premier p qui est la
caractéristique de K qui contient un corps isomorphe à Fp := Z/(p). Ainsi K est
un espace vectoriel sur Fp, si f désigne la dimension alors q = pf , et le corps K
est obtenu en adjoignant à Fp une racine d’un polynôme irréductible de degré f .

Tous les corps finis d’ordre q sont isomorphes. plus précisément, il existe un seul
corps fini d’ordre q dans une clotûre algébrique de Fp, “il” est souvent noté Fq.

Exercice 1. Décrire le corps F4 à partir d’une racine ω du polynome X2 +X + 1.

L’espace Kn est muni de la métrique de Hamming

(x, y) 7→ dH(x, y) = wt (y − x).

où wt (z) désigne le poids de Hamming du mots z i.e. le nombre de composantes non
nulle de z. Par définition, un (n,M, d) code correcteur est une partie de cardinal
M dans Kn dans laquelle les mots sont distants d’au moins d. On peut utiliser ces
codes pour transmettre de l’information sur un canal q-aire bruité. Trés brièvement,
l’information est vue comme une suite de messages i.e. un texte sur un alphabet de
taille M . Un encodage réalise une injection de l’alphabet vers le code correcteur,
les symboles codés sont transmis sur le canal bruité, le récepteur décode les mots
de Kn qui sont reçus en déterminant un mot de code le plus proche :décodage.
La capacité de correction de ce dispositif vaut t = d−1

2 , car un symbole transmis
entaché d’au plus t erreurs sera correctement décodé.

Si p désigne la probalité d’erreur sur un symbole transmis, la probabilité d’erreur
aprés décodage vérifie :

(2) Perr ≤
n∑

w=t+1

(
n

w

)
(q − 1)wpw(1− p)n−w

Normalement, il fau-

drait citer le théorème

de Shannon.

Des points de vues pratique et théorique, il est important de donner des classes
de codes effectivement constructibles permettant d’obtenir des suites de codes
(Ni,Mi, di) avec des paramétres strictement croissants et tels que

lim
i 7→∞

(
di
Ni
,

logq(Mi)
Ni

) 6= (1, 0) ou (0, 1),

on parle de classe de bons codes. Du point ve vue pratique, il est important de
connaitre les codes optimaux c’est à dire qui réalise les meilleurs paramètres quand
la dimension ou la distance minimale est fixée, on parle de codes optimaux.
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4. Code linéaire

En pratique, il est difficile de décrire des codes de grandes taille sans utiliser un
minimum d’algèbre pour réaliser les opérations d’encodage et de décodage. On se
place dans le cadre des espaces vectoriels sur un corps fini. On dit que C ⊆ Kn, est
un [n, k, d]q-code si c’est un sous-espace vectoriel de dimension k dont la distance
minimale est plus grande que d.

Dans le langage des codes, les éléments de Kn sont des mots, et ils sont notés
par des vecteur lignes. Une matrice k× n dont les lignes forment une base du code
est dite génératrice.

On vérifie que le groupe des matrices monomiales correspond au groupe des
isométries de Kn. On dit que deux codes sont équivalents s’il existe une isométrie
de Kn qui envoie l’un sur l’autre. Notons au passage qu’un théorème de V. Pless
affirme qu’une isométrie d’un sous-espace sur un sous-espace se prolonge en une
isométrie de Kn, conséquence de la théorie des caractères.

A une permutation de colonnes prés, la matrice génératrice d’une [n, k]-code peut
prendre une forme normalisée :

G = [Ik : A]

où A est une matrice k×(n−k). Les k sont les symboles d’information, les r := n−k
derniers sont des symboles de parités ou redondances.

L’espace de Hamming est muni du produit scalaire usuel, si G désigne une ma-
trice génératrice de C et H une matrice génératrice de C⊥ alors GHt = 0. Dans le
cas normal,

G = [Ik : A], H = [−At : Ir]

Les mots du code sont caractérisés par H, on parle de matrice de contrôle :

∀y ∈ Kn, y ∈ C ⇐⇒ Hyt = 0.

D’une manière générale syn (y) = Hyt est le syndrome de y i.e. l’ensemble des
symptomes caractéristiques de la présence d’un mot code !

Un code de matrice de contrôle H est t correcteur si et seulement si l’application
y 7→ syn (y) est une inejection de la boule de rayon t dans l’espace Kn−k.

On peut caractériser géométriquement, un code de distance minimale d et de
redondance r comme un ensemble de vecteur de Kr ne contenant pas de système lié
de cardinal stricement inférieur à d. Typiquement, l’espace projectif Pr(K) définit
un code de longueur n = qr+1−1

q−1 , de dimension r + 1 et de distance minimale 3.
C’est la famille des 1-correcteurs de Hamming.

Exercice 2. Les points de droite projective P1(F4) mis en colonne forment une
matrice de contrôle

H =
(

0 1 1 1 1
1 0 1 ω ω2

)
d’un [5, 3, 3]4 code correcteur parfait.

5. Enumérateur de poids

L’énumérateur des poids de C est :
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(3) WC(X,Y ) =
∑
c∈C

Xn−wt (c)Y wt (c) ∈ Z[X,Y ]

Un premier fait remarquable de la théorie des codes relie la distribution des
distances d’un code avec celle de son dual

(4) WC⊥(X,Y ) =
1
qk
WC(X + (q − 1)Y,X − Y )

cette relation de MacWilliams est bien sûr une formule de Poisson.

6. Deux bornes classiques

Traditionnelement, on note A(n, d) le cardinal du plus grand code q-aire de
longueur n et de distance minimale au moins d. On dispose immédiatement d’une
borne supérieure (Singleton) :

(5) d ≤ n− logq A(n, d) + 1

Quand il y a égalité, le code est dit MDS.
Par ailleurs, pour des raisons d’empilements, il est facile de voir que l’exis-

tence d’un [n, k, d]-code linéaire maximal donne une borne inférieure (Varshamov-
Gilbert) :

Vq(n, d− 1)qk ≥ qn

où Vq(n, r) désigne le cardinal d’une boule de rayon r dans l’espace de Hamming

Vq(n, r) =
r∑
i=0

(
n

i

)
(q − 1)i

On introduit la fonction d’entropie de Shanon Hq

Hq(t) = t logq(q − 1)− t logq(t)− (1− t) logq(1− t)

Il est facile de vérifier que pour 0 < t ≤ q−1
q :

lim
n 7→∞

1
n
t logq Vq(n, nt) = Hq(t)

Pour mesurer l’efficacité des constructions, on introduit les asymptotiques :

α(δ) = lim
n 7→∞

1
n

logq A(n, δn)

Les bornes ci-dessus deviennent :

1−Hq(δ) ≤ α(δ) ≤ 1− δ

On peut écrire de nombreuses majorations : Hamming, Plotkin, Elias etc. . . Mais
les faits marquants sont d’une part la conjecture MDS et les constructions issues
de la géométrie algébrique qui dépassent VGB.
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7. Codes MDS

Dans le cas linéaire, (5) devient :

(6) d ≤ n− k + 1

Les codes satisfaisant l’égalité sont dit à distance de séparation maximale (MDS).
Les codes MDS triviaux correspondent aux paramètres k ≤ 1 ou k ≥ n− 1.

Exercice 3. Montrer que le dual d’un code linéaire MDS est un code MDS.

Plus précisément, on peut utiliser les relations de MacWilliams pour déterminer
complétement la distribution de poids d’un code MDS. Le nombre de mots de poids
w d’un [n, k]q-code MDS est :

(7) Aw =
(
n

w

)
(q − 1)

w−d∑
j=0

(−1)j
(
w − 1
j

)
qw−d−j

En particulier

Ad =
(

n

k − 1

)
(q − 1), Ad+1 =

(
n

k − 2

)
(q − 1)(q − n+ k − 1)

L’intérêt de la théorie des corps finis dans le contexte des codes est illustré par
ce qui suit. Considérons a1, a2, . . . , aq les éléments des corps à q éléments.

Pour tout entier 0 < k < q, les vecteurs lignes de la matrice

G =


1 1 1 . . . 1 0
a1 a2 a3 . . . aq 0
a2
1 a2

2 a2
3 . . . a2

q 0
...

...
...

...
...

...
ak−1
1 ak−1

2 ak−1
3 . . . ak−1

q 1


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engendrent un code MDS.
Si la caractéristique du corps est paire alors on peut faire un code MDS plus

long en dimension 3 :

G =

 1 1 1 . . . 1 0 0
a1 a2 a3 . . . aq 0 1
a2
1 a2

2 a2
3 . . . a2

q 1 0


La conjecture MDS affirme qu’un [n, k, d]q-code MDS non trivial vérifie n ≤ q+1

ou n ≤ q + 2 en fonction de la parité de q. Un résultat récent de Ball et De Beule
affirme que si la dimension d’un code MDS sur un corps de caractéristique p vérifie
k ≤ 2p− 2 alors sa longueur est au plus q + 1.

Exercice 4. Utiliser la forme normale d’un code pour faire une traduction algébrique
de la notion de code MDS.

8. Transformation de Hadamard

L’opérateur de Hadamard, est l’opérateur unitaire de matrice Hn := H⊗n où H
désigne la matrice de Hadamard 1√

2

(
+1 +1
+1 −1

)
, il agit par

|v〉 7→ 1
2n/2

∑
x∈Fn

2

(−1)uv|u〉

Pour une fonction f : Fn2 → C, on pose

f̂(y) =
1

2n/2
∑
x∈Fn

2

f(x)(−1)xy

Il s’agit de la transformée de Fourier de f . Pour tout sous-espace C de Fn2 , la relation
de Poisson :

(8)
?∑

y∈C⊥
(−1)ytf̂(y) =

?∑
x∈C

f(x+ t)

On introduit les ? indique une somme normalisées :

?∑
x∈C

f(x) :=
1√
|C|

∑
x∈C

f(x)

Ainsi, si le code C⊥ à une capacité de correction t, il sera possible de corriger les
inversions de phase, en corrigeant les inversions de bit dans le système de Hadamard
puis de revenir dans la base naturelle.

Proposition 1. Si W est un code t-correcteur contenant un sous code C de co-
dimension k dont le dual est t-correcteur alors il existe un [[n, k]]-code quantique
t-correcteur.

Une manière de faire est d’utiliser des codes autoduaux i.e. incluent dans leur
dual. Pour illustrer cet construction, nous construisons le [[9, 1, 3]]-code de Shor.
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9. Groupe de Pauli

Sur le canal de dépolarisation, on admet que les états de H⊗n sont altérés par
des opérateurs de Pauli qui agissent de façon indépendante sur les n qubits d’un
registre quantique. Trois type d’erreurs peuvent de produire sur un qubit : le bit
flip, le phase flip ou les deux simultanéments. Le résultat de cette erreur correspond
à appliquer l’opérateur unitaire X, Z ou iY .

X =
(

0 1
1 0

)
Y =

(
0 1
−1 0

)
Z =

(
1 0
0 −1

)
Les matrices réelles vérifient

X2 = Z2 = I, Y 2 = −I ZX = Y = −XZ
elles engendrent un groupe non commutatif, d’ordre 8 dont le centre est d’ordre 2
et

{±I,±X,±Y,±Z} = ±{I,X, Y, Z}
Plus généralement, les produits tensoriels d’ordre n de ces éléments forment un

groupe P⊗n, un élément E ∈ P⊗n s’écrit :

E = E1 ⊗ E2 ⊗ · · · ⊗ En, ∀iEi ∈ P
au signe prés, tout élément s’écrit de manière unique avec toutes les composantes
Ei ∈ {I,X, Y, Z}, on peut alors définir le poids d’une erreur de Pauli par

wp (E) = ]{i | Ei 6= I}
Chaque élément de P⊗n modulo ± s’écrit de manière unique

ZαXβ := ⊗ni=1Z
αi .⊗ni=1 X

βi

Le groupe de Pauli des n-qubits est une extension centrale de Fn2 par Z/2Z, son
ordre est 22n+1.

10. Code quantique binaire

Soit d ≤ 2t+ 1. On souhaite corriger l’ensemble des motifs d’erreurs :

E = {E ∈ P⊗n | wp (E) ≤ t}
Un [[n, k, d]]-code quantique permet de corriger t erreurs de Pauli par un enco-

dage de H⊗k dans H⊗n. Il s’agit d’un code binaire classique C auquel on associe
l’espace de dimension 2k

Q =
∑
c∈C

C.|c〉 ⊆ H⊗n

De sorte que les sous-espaces E.Q, avec E ∈ E , soient deux à deux orthogonaux. Il
est alors possible de mesurer un état, par rapport à cette décomposition orthogonale,
si ce dernier correspond à un vecteur |ψ〉 ∈ Q entaché de moins de t erreurs, le
résultat de la mesure permet de déterminer le motif d’erreur unitaire E, il suffit
alors d’appliquer E† pour retrouver l’état |ψ〉.

Observant la dimension, l’inégalité de Hamming :

2k
t∑
i=0

(
i

n

)
3i ≤ 2n
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Dans l’article original de Shor, un code [[9, 1, 3]] est construit, puis un code
[[7, 1, 3]], en fait il existe un un code [[5, 1, 3]] qui est parfait et donc optimal.

11. Codes CSS

Il s’agit de la première classe de codes quantiques proposée par Calderbank-Shor
et Stean en 1995-96. La construction est fondée sur l’utilisation de codes binaires
autoduaux.

Soit e un mot de Fn2 . Notons Xe un opérateur d’erreur produisant des inversions
de bit aux positions du support de e. L’action produit une translation :

Xe|c〉 = |c+ e〉.
Il suffit donc d’utiliser un code t-correcteur pour obtenir un code quantique

corrigeant t inversions de bit.
Considérons maintenant Ze un opérateur d’erreur produisant des inversions de

phase. L’action produit une modulation :

Ze|c〉 = (−1)ec|c〉.
L’idée de base est d’utiliser la formule de Poisson pour voir les erreurs de

phase comme des inversions. Pour cela, on choisit un [n, k]-code C, un système
de représentants de l’espace quotient Kn/C, et pour w ∈ Kn/C, on pose :

|w〉 =
?∑

c∈C
|w + c〉

Par la formule de Poisson (8)

HnZ
e|w〉 =

?∑
c⊥C

(−1)wc|c+ e〉(9)

12. Stabilisateur

Le groupe de Pauli est dans le groupe unitaire. Deux éléments commutent ou
bien anticommutent. Les carrés sont dans le groupe ±I. Plus précisément, si E2 = I
alors E est symétrique et le nombre de composantes Y dans E est pair sinon il est
impair et E et antisymétrique.

Soit S un sous-groupe abélien du groupe de Pauli. On suppose que −I 6∈ S.
L’espace stabilisé par S est :

stab (S) = {|ψ〉 ∈ H⊗n | ∀E ∈ S, E|ψ〉 = |ψ〉}

Proposition 2. Le groupe S possède un système de générateurs indépendants et

dim C stab (S)× |S| = 2n

Démonstration. Nous procédons par induction sur la F2-dimension de S. Considérons
un groupe d’ordre 2r+1 avec r ≥ 0. Le centre de P⊗n étant réduit à ±I, il existe
un élément A qui n’est pas dans le centralisateur de S. Les éléments x de S qui
commutent avec A forment un sous-groupe S′ d’indice 2 dans S. Notons T un
supplémentaire de S′ dans S. Par hypothèse d’induction, l’espace stable V de S′

est de dimension n− r. Par ailleurs, pour |ψ〉 ∈ V , nous avons :

T |ψ〉 = |ψ〉 ⇒ AT |ψ〉 = A|ψ〉 ⇒ −TA|ψ〉 = A|ψ〉
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�

En particulier, la dimension du stabilisateur de S est bien 2n−r−1.
On peut alors définir le syndrome d’un d’opérateur de Pauli synE comme un

mot de r-bits
synE = s ∈ Fr2, tel que ESi = (−1)siSiE

Pour chaque syndrome s = (si)ri=1, on définit l’espace

C(s) = {|ψ〉 | Si|ψ〉 = (−1)si |ψ〉}
En particulier, C(0) n’est autre que le code stabilisé par S et les éléments de C(s)
sont les altérations des états de C(0) par une erreur de syndrome s. Les espaces
C(s) sont deux à deux orthogonaux, et pour des questions de dimension :

H⊗n = ⊕⊥s∈Fr
2
C(s)

Au final la condition de décodage est donnée par :
Quelques soient les motifs d’erreurs Ea et Eb dans E , une des conditions est

satisfaites

(1) E†aEb ∈ S
(2) Il existe A dans S tel que S anticommute avec E†aEb.

Le code est dit dégénéré si (1) est satisfaite par certaine paire de motifs.
Le code est dit de distance d si tous les opérateurs d’erreurs de poids inférieur à

d sont dans le stabilisateur ou anticommutent avec un des générateurs du stabili-
sateur. Le code est dit non dǵénéré si le stabilisateur de contient pas d’elément de
poids inférieur à t.

La non dégénérécence du code peut-être forlulée de plusieurs manières :

(1) Pour tous les motifs d’erreurs à corriger

〈ψi | E∗aEb | ψj〉 = ca,bδi,j

où la matrice ca,b est inversible.

(2) Les vecteurs Ea|ψi〉 sont indépendants.

(3) Le poids minimum du groupe S est supérieur à 2t.

13. Approche symplectique

Le quotient du groupe de Pauli par son centre Z/2Z est isomorphe à Fn2 × Fn2 ,
autrement dit c’est une extension de Fn2 × Fn2 par Z/2Z :

0 −−−−→ Z/2Z −−−−→ P⊗n −−−−→ P⊗n/Z/2Z −−−−→ 0y
F2n

2

Et dans ce contexte les co-facteurs sont décrit par une forme symplectique. Dans
le cas, du groupe de Pauli, le co-facteur ZαXβ .Zα

′
Xβ′ est décrit par la forme

symplectique :

(10) (α : β, α′ : β′) 7→ αβ′ + α′β′

car en effet,
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ZαXβ .Zα
′
Xβ′ = (−1)α

′.βZα+α′Xβ+β′

Par ailleurs, on peut observer que

wp (ZαXβ) = wt (α ∨ β)

On définit S⊥ l’orthogonal de S, c’est donc le normalisateur de S dans le groupe
de Pauli, comme S est abélien il contient S et la condition de t-correction se traduit
en une nouvelle alternative :

si ce dernier est moins que 2t + 1 alors (α, β) est dans S ou bien est en dehors
de S⊥.

Au final, un code est caractérisé par son stabilisateur qui lui même est caractérisé
par une matrice rn ,

H = (HZ | HX)

Le syndrome d’un opérateur d’erreur E = (α, β) est un vecteur de Fr2
syn (E) = (α.βi + αi.β)1≤i≤r.

Enfin le cas non dégénéré est caractérisé par des syndromes différents sur les
motifs d’erreurs.

14. Les codes CSS

De ce qui précède, nous pouvons construire un [[7, 1, 3]]-code. En effet, partant
de la matrice de contrôle H du code de Hamming binaire [7, 4, 3], nous

S =
(
H 0
0 H

)
Le syndrome d’un opérateur d’erreur (α, β) est (Hαt, Hβt), on voit que les erreurs
de poids au plus 1 ont des syndromes distincts, le code est bien 1-correcteur.

Il s’agit d’un cas particulier d’une situation remarquée indépendament par Calderbank-
Shor et Stean. Pour définir un code CSS, on écrit une matrice de contrôle

S =
(
HZ 0
0 HX

)
Le groupe S doit être abélien. En particulier, la commutation d’une ligne supérieure

(α, 0) avec une ligne inférieure (0, β) est équivalente à α.β = 0.

HZH
t
X = HXH

t
Z = 0

En particulier, si nous notons CX et CZ les codes controlés par les matrices HX et
HZ alors C⊥Z ⊆ CX et C⊥X ⊆ CZ .

15. Le 5-qubit code

La borne de Singleton quantique ne contrarie pas l’existence d’un [[5, 1, 3]]-code.
En fait, il existe bel et bien un stabilisateur quantique avec ces paramètres mais
ce n’est pas un code CSS. Notons au passage que la découverte de ce code par
énumumération exhausitive est tout à fait possible avec une machine classique, le
facteur de travail est de l’ordre de 240. Il n’est pas difficile de vérifier à posteriori
que le groupe engendré par les 4 lignes suivantes définit bien un [[5, 1, 3]]-code.
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(11) H =


X Z Z X I
I X Z Z X
X I X Z Z
Z X I X Z

 =


01100 10010
00110 01001
00011 10100
10001 01010


Les syndromes des opérateurs de poids 1 Xi puis Yj sont tous différents :

X1 X2 X3 X4 X5

L1 0 1 1 0 0
L2 0 0 1 1 0
L3 0 0 0 1 1
L4 1 0 0 0 1

Y1 Y2 Y3 Y4 Y5

L1 0 1 1 0 0
L2 0 0 1 1 0
L3 0 0 0 1 1
L4 1 0 0 0 1

Exercice 5. Calculer les syndromes des erreurs de Yi, pour 1 ≤ i ≤ 5. En déduire
que le code stabilisé par (11) est un code 1-correcteur parfait.

16. Code hermitien sur F4

Il est possible d’interpréter la forme biliéaire en introduisant les codes sur le
corps à 4 éléments. Le produit hermitien de deux vecteurs γ et γ′ de Fn4 est :

(12) γ′ ∗ γ =
n∑
i=1

γ′iγ̄i

En identifiant (α : β) avec le vecteur quaternaire γ := α + ωβ ∈ Fn4 , on réalise
que :

γ′ ∗ γ =
n∑
i=1

(α′i + ωβ′i)(αi + ω̄βi)

= α′α+ β′β + α′β + (γ′, γ)ω

Ainsi, la dualité hermitienne est plus forte que la dualité symplectique. On en
déduit que si C désgigne un F2-espace vectoriel de dimension r dont le dual est
t-correcteur alors le code stabiisé par une matrice de controle de C est [[n, k, d]].

Ainsi, si nous partons du [5, 2, 3] code quaternaire de (2), nous constatons que
ce code est autodual hermitien. Le code quantique correspondant n’est rien d’autre
que le fameux [[5, 1, 3]] binaire.

17. Suggestions

L’entropie de von Neuman permet détablir que les paramètres d’un code quan-
tique satisfont à une inégalité de type Singleton :

(13) 2(d− 1) ≤ n− k

Pour la suite, je suggère de faire le point sur cette inégalité pour vérifier si cette
dernière peut donner lieu à une définition de code MDS qui déboucherait sur un
analogue quantique de la conjecture MDS.

Dernière modification :
P. Langevin à Toulon, juillet 2012.
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Imath, université du sud Toulon Var.


	1. Introduction
	2. Notations
	3. Espace de Hamming
	4. Code linéaire
	5. Enumérateur de poids
	6. Deux bornes classiques
	7. Codes MDS
	8. Transformation de Hadamard
	9. Groupe de Pauli
	10. Code quantique binaire
	11. Codes CSS
	12. Stabilisateur
	13. Approche symplectique
	14. Les codes CSS
	15. Le 5-qubit code
	16. Code hermitien sur F4
	17. Suggestions
	Références

