CODES MDS, PLAN PROJECTIF ET MOLS
(INCOMPLETE DRAFT VERSION)

PAVLE MICHKO

RESUME. L’objet de cette note est de faire un point sur les conjectures
concernants les configurations combinatoires associées aux codes MDS
de dimension deux.

1. INTRODUCTION

Soit K un corps fini de cardinal g et de caractéristique p. Un [n, k, d] code
linéaire est un sous espace de K™ de dimension k de poids minimal supérieur
ou égal a d :

d<d(C)= O;IggigCWt(:E)

ou wt(z) est le poids de Hamming de x. Le code est dit MDS quand 1’égalité
est réalisée dans la borne de Singleton i.e. :

d(C) =n—Fk+1.

La matrice génératrice d'un code MDS est completement systématique :
toute matrice k x k formée de k colonnes est inversible. Il en résulte que la
classe des codes MDS est stable par orthogonalisation. Dans la suite, nous
laissons de coté les cas triviaux correspondant a k < let k >n — 1.

M (k, q) := longueur maximal d’un code MDS de dimension k
Conjecture 1 (main MDS). Pour q < k,
M(k,q) =k +1.
Pour g > k,
q+2, ¢>2,p=2k=3;

M(k,q)=qq+2, ¢>2,p=2k=q—1;
q+1, sinon.
Il s’agit 1a d’une des conjectures des plus passionantes formuler dans le

domaine des mathématiques discretes. Les déclinaisons font légions : cas non
linéaire, alphabet arbitraire etc. . ..
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2. CODE DE REED-SOLOMON

L’exibition de code MDS par des méthodes informatiques est rapidement
impossible. Dans ce contexte combinatoire, les corps finis offrent des codes
MDS sans effort.

On considere 'espace des polynémes de degré strictement inférieurs a k
a coeflicients dans K, c’est un espace de dimension k et tout élément non
nul possede au plus k racines. Notons x1, x2, n éléments distincts dans K.
L’évaluation des polynomes de degré inférieur a k sur ces points fournit un

code MDS [n, k].

KX 2 p(X) = (p(z1),p(x2),...,p(2y)) € K"
En effet, le copoids d’un polynéme non nul est au plus k — 1 i.e. d(C) >
n — k + 1. Le code de Reed-Solomon obtenu peut-étre prolongé par une
évaluation & l'infini en un code [n + 1, k] MDS. Quand ¢ est une puissance
de 2 une nouvelle extension est possible lorsque k£ = 3.
3. MATRICE
Sans perdre en généralité, une matrice génératrice d’'un [n, k] s’écrit
G = [I; : A]

ou A est une matrice k x (n—k). Le code est MDS si et seulement si toutes les
matrices carrés extraites de A sont inversibles. On peut supposer A bordée
par I'unité a gauche.

Lemme 1. La dimension d’un code linéaire MDS vérifie k < (¢ — 1), ou
encore
n<qg—1+k

Remarque 1. Un code linéaire sur un anneau vérifie une borne similaire.

4. ENUMERATEUR DES POIDS

L’énumérateur de poids de C' est
We(X,Y)=> AX"Y Aj=t{z e C|wi(z) =i}
i=0
La formule de MacWilliams [8]

Wer (X,Y) = ¢ FWo(X =Y, X + (¢ = 1)Y)
permet alors de déterminer la distribution de poids d’un code MDS.

(1) Ap=(q—1) (Z) g(_l)j (wj— 1) i

=0

La méme formule vaut dans le cas non-linéaire.



Dans [7], une généralisation est introduite. A une partition 7'de {1,2,... ,n}
en s sous ensembles T; de cardinal n;, est associé un énumérateur :

wtr(c) = (w1, wa, ..., w.), w; = |suppcN Ty

=1 =

o eI Eer() e

5. BORNE DE SINGLETON

Un code non linéaire de parametre (n, k, d) sur un alphabet A de cardinal
q est une partie de A" de cardinal ¢* et de distance minimale d, dans ce
con :texte la borne de Singleton

d(C)<n—TJk|+1 (Singleton)

La preuve est immédiate. Notons d est la distance minimale entre les mots
de C. Enumérons tous les mots de C, et observons t colonnes. Si |C| > ¢!
alors d < n —t.

Remarque 2. Le raisonnement ci-dessus fait apparaitre en filigrane la no-
tion de tableau orthogonal.

Dans la littérature, un code vérifiant ’égalité de Singleton dit MDS quand
k est entier. Pour k£ non entier, nous parlerons de code MDS au sens large.
La conjecture MDS se prolonge aux codes non linéaire.

Le produit en couronne S(A) S(n) agit sur les codes sans changer les
distances. Tout code MDS est équivalent a un code MDS contenant le mot
nul pour lequel la formule (1) est encore valide.

On dit quun code C’ est une extension de C lorsque les mots de C’
sont des prolongements des mots de C et d(C”) > d(C). Un code MDS est
toujours une extension d’'un code MDS. Le résultat suivant montre que les
codes linéaires MDS sont localement optimaux.

Théoréeme 1. Si un code linéaire MDS (sur un corps) posséde une extension
MDS alors il posséde une extension linéaire MDS.

Lemme 2. L’existence d’un code MDS (n, k) entraine ’existence d’un (n —
1,k —1).

Démonstration. (?77) O

Probléme 1. Que dire dans le cas des groupes, des modules ?
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6. RESULTATS CONNUS

Dans le cas linéaire, la conjecture MDS est prouvée pour k < 5 (Casse,Segre
), ¢ < 11 ( Maneri, Silverlman, Jurick), ¢ > (4k—9)? ( Thas ) ,et k < 2p—2
[4].

Nous reproduisons ici la liste des résultats proposée par Alderson et
Huntemannn dans [?] concernant existence d’'un code MDS non linéaire
de parametres (n, k), :

1) k+1<M(k,q) <qg+k—1;
2) si k > qalors M(k,q) =k + 1;
3) si g est impair et k > 3 alors M (k,q) < g+ k — 2;
4) siq=2 mod 4 et k>3alors M(k,q) <q+k—3;
5) si 36 fq pair et k > 4 alors M(k,q) < g+ k — 3;

)

sig=1,2 mod4 et k > 3 et la partie square free de ¢ est divisible
par un entier congru & 3 modulo 4 alors M (k,q) < g+ k — 3;

(1) M(2,6) = 3;
(2) sig#2et gq#6alors4 < M(2,q9) <qg+1;
(3) M(2,10) <8;
(4) si ¢ =2 mod 4 alors M (3,q) <gq.
Probléeme 2. Que dire de l’énumérateur des poids complets d’un code MDS ?

Probléme 3. Que dire dans le cas des groupes ?

7. DEFINITION

Un plan projectif d’ordre ¢ est une configuration de ¢?> + ¢ + 1 points et
¢* + ¢ + 1 droites tels que :

— chaque droite contient ¢ + 1 points;

— par chaque point passent ¢ + 1 droites;

— chaque paire de point définit une et une seule droite ;

— il existe 4 points non alignés.

Conjecture 2. L’ordre d’un plan projectif est primaire.

La conjecture est vérifiée pour ¢ = 6 et ¢ = 10.

Un carré latin d’ordre n est un tableau nxn & coefficients dans {1,2,...,n}
tel que chaque entier i figure 1 fois dans chaque ligne. Deux carrés latins (a)
et (b) d’ordre n sont dit mutuellement orthogonauz si

Qij = bij A Qyjr = bi’j’ —i=1i A j= j/.
Un mols de rang r est un ensemble de r carrés latins mutuellement or-
togonaux.

L’existence d’un mols de rang r pour un alphabet A est équivalent a
lexistence d'un code MDS (7 + 2,2) sur A.



En effet, un code systématique de longueur r 4+ 2 définit r tableaux

a®. a@ ... a") en notant
1) (2
(i,4,,a) a2, ... al))

La distance minimale entre deux mots est au moins r + 1 si et seulement
si les tableaux sont mutuellement orthogonaux.

Dans la suite, nous notons m(q) le rang maximal d’un mols sur un alpha-
bet de taille ¢q. La conjecture MDS se traduit en mols :

m(g) <g-—1

Le probléme qui consiste a déterminer la valeur maximale de m(q). La
premiére conjecture renvoie & Euler ou il s’agissait de prouver que m(6) = 1
i.e. il n’existe pas de carré latin mutuellement orthogonaux a 6 valeurs.

Il s’agit du fameux probblemes des 36 officiers, imaginé par Leonhard
Fuler en 1782, prouvé par Gaston Tarry en 1900. Euler n’ayant pas trouvé
de solution satifaisante écrit :

Or, apres toutes les peines qu’on s’est données pour résoudre ce probléme,
on a été obligé de reconnaitre qu’un tel arrangement est absolument impos-
sible, quoiqu’on ne puisse pas en donner de démonstration rigoureuse.
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